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Une Formule Optimale pour la Correction par Compteur Moniteur 
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B.P. no. 2, 91 Gif-sur-Yvette, France 
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The counter method with a time basis has the disadvantage that it includes the systematic error resulting 
from the variation of the source. The counter method with a monitor counter gets rid of this systematic 
error but introduces a statistical error originating in the uncertainty of the flux received by the monitor 
counter. The author proposes a formula which is a compromise between the two methods and which 
partially retains the advantages of the two methods. 

1. Avantages et ineonv~nients de remploi d'un 
compteur moniteur 

Les compteurs d6tecteurs de quanta poss~dent certains 
avantages et d6savantages sur les films photographi- 
ques. Leur sensibilit6 est en g6n6ral plus grande que 
celle des films. Cependant, pour certaines applications 
cet avantage est contrebalanc6 par la possibilit6 qu'of- 
fre le film d'enregistrer simultan6ment tout le diagram- 
me h 6tudier. I1 faut avoir b. l'esprit, en particulier que 
routes les portions d 'un clich6 photographique sont 
obtenues dans des conditions instrumentales identi- 
ques, ce qui permet automatiquement de rapporter les 
intensit6s ~t une base strictement 6quivalente. Au con- 
traire le compteur est un d6tecteur local et il doit par- 
courir successivement tous les  points d6crivant le do- 
maine du diagramme. Aussi les intensit6s recueillies 
de cette mani6re sont-elles sujettes h des erreurs (r6sul- 
rant de la variation de la source) qui se produisent 
pendant la course du compteur. 

Si la pr6cision recherch6e pour les intensit6s est 
sup6rieure b. celle du flux probable de la source, on 
peut corriger les intensit6s observ6es d 'un facteur d6- 
duit de la mesure du flux incident venant de la source. 
Cette mesure doit 6videmment ~tre faite simultan6ment 
et pendant la m~me dur6e que ceUe d'un point du 
diagramme. Le d6tecteur servant ~t cette mesure est 
appel6 compteur moniteur. 

II est des cas off indubitablement l'usage d 'un comp- 

teur moniteur est indispensable: lorsque la source n'est 
pus stabilisable et fluctue grandement. 

Par contre, lorsque la source est tr~s stable et que 
les taux de comptage du compteur r6cepteur sont 61ev6s 
(voisins de la limite acceptable pour avoir une bonne 
dur6e de vie, ou pour rester dans le domaine des ap- 
proximations valables concernant le temps de r6solu- 
tion), alors l 'emploi d 'un compteur moniteur ne ferait 
qu'augmenter la fluctuation des r6sultats. L'incertitude 
sur le flux d6duit du hombre de quanta regus par le 
compteur moniteur serait alors plus grande que les 
fluctuations possibles de la source pendant le m~me 
temps. 

Si on se trouve duns des cas interm6diaires, il est 
alors tentant d'utiliser h la fois l ' information sur le 
temps et l ' information du compteur moniteur. 

2. Choix d'un mode op~ratoire 

Certains modes d'emploi du compteur moniteur peu- 
vent conduire ~t des formules de calcul du flux probable 
n 'ayant  pas les propri6t6s statistiques courantes. 

Nous allons examiner ces cas pour des chaines de 
comptage ayant un temps de r6solution n6gligeable. 
Nous aurons ainsi des expressions plus simples sans 
restreindre les propri6t6s statistiques. 

Premier mode d'emploi 
On d6clenche et on arr~te Ie comptage h des instants 
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pr6d6termin6s s6par6s d'une dur6e t. Soit n e t  m le 
nombre d'impulsions provenant respectivement du d6- 
tecteur et du moniteur et soit x~0 et w~0 les flux respec- 
tifs sur ces compteurs. 

Les probabilit6s de n et m sont: 

et 

p(n)=exp (-x~ot) [x~°t]n (2.1) 
n! 

[w~°t ]m (2"2) p(m) = exp (-w~ot) m! 

Cherchons l'esp6rance math6matique de n/m. Puis- 
que les flux sont ind6pendants, elle est donn6e par: 

Deuxi~me mode d'emploi 
Une autre fagon de proc6der consiste 5. compter le 

nombre de quanta d6cel6s par le d6tecteur pendant 
l'intervalle de temps s6parant l'absorption de m +  1 
quanta dans le moniteur. 

Le hombre de quanta du moniteur est alors une 
quantit6 certaine et c'est le temps qui devient une vari- 
able al6atoire continue. Sa densit6 de probabilit6 est: 

[wq;t]m-a w~odt (2"10) p(t)dt=exp (-w~ot) ( m -  1)! 

La probabilit6 de d6celer n quanta sur le d6tecteur 
pendant un temps de comptage compris entre t et t + dt 
est done: 

,~ oo n 
n/m= X Z - -  p(n)p(m) . 

n=0 m=0 m 
Soit: 

[ x ~ 0 t  ] n oo 

n/'~=exp [-- (x + w)(pt ] ~r .S 
,,=1 ( n - l ) !  m=O 

(2.3) 

[wq~t ] ra 
m!m " 

(2.4) 

Or la s6rie d'indice m est infinie car le terme en m = 0 
est infiai. En effet la probabilit6 que m =0  n'est pas 

nulle: n'~m a une esp6rance math6matique inIinie. On 
ne peut done utiliser cette quantit6 dans des formules 
faisant intervenir son esp6rance math6matique. 

Par contre la quantit6 n/[m+ 1] a pour esp6rance 
math6mati~lue" 

n"]['~'~l-']=x/w ] (2.5) 

car 

L" [w~0t] ra_ _ __1 exp w~ot, (2.6) 
m=0 mr[m+ 1] w~ot 

oo [x ot ]. 
-=1 ( n - l ) !  -x~ot exp x(pt. (2.7) 

et 

C'est done n/[m+ 1] qui a pour esp6rance math6- 
matique le rapport des flux. Comme x/w=~/rh on a 
la relation: 

 /F 11= lm . (2.8) 

La variance de cette quantit6 est finie aussi, mais elle 
n'est pas d'expression simple: 

nZ/[m+ 1] z - n/[m+ 1] 

=x~ot [1 +x~ot] exp (-w~ot) I w~t exp (y -1 )  dy 
wq;t o y 

x2 (2"9) 
W 2 ' 

ce qui fait que ce mode d'emploi est peu commode 
pour l'6tude des propri6t6s statistiques. 

p(n,t)dt= 

exp [ - ( x  + w)q;t] [x~°]n[w~°]m tn+ra-ldt (2"11) 
( m -  1)!n! 

D'ofi l 'on d6duit la probabilit6 de d6celer n quanta quel 
que soit le temps de comptage compris entre m +  1 
quanta d6cel6s par le moniteur" 

I 1 1 p(n)= p(n,t)dt= ( m - l ) !  [l~--x/w] m 

w ( n + m -  1)! (2.12) 
× . . . . . . . . .  n! " X + - -  

w 

L'esp6rance math6matique de n est done: 

oo 
X 

~ -  Z np(n)= - - m  
n = 0  W 

(2.13) 

La variance de nes t  aussi" 

----2[ X] 
nZ--n  = 1 +  (2.14) 

3. Temps de r~solution d'un d6tecteur 

Consid6rons un flux ~0 et un d~tecteur susceptible d'en 
d6celer une fraction x. Quand le flux, x~0, d6cel6 par 
le d6tecteur augmente, le flux enregistr6 cesse de lui 
~tre 6gal. En effet apr6s une d6tection, il s'6coule un 
certain temps 21 pendant lequel le d6tecteur ne peut 
pas enregistrer l'absorption d'un nouveau quantum. 
De plus, si une absorption survient aussit6t apr~s ce 
d61ai, elle ne donnera naissance qu'h une impulsion 
trop faible pour d6clancher un enregistrement dans le 
syst6me 61ectronique auquel le d6tecteur est reli6. I1 
faudra atteindre un temps Tz pour que l'impulsion sui- 
vante engendr6e soit suffisamment intense pour ~tre 
enregistr6e. 

Ainsi, lorsque l'intervalle moyen 1/x~o s6parant l'ar- 
riv6e de deux quanta n'est pas grand vis h vis du temps 
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mort z0 = zx + z2, il y a un nombre notable de particules 
perdues. 

Pendant le temps t, le nombre esp6r6 de particules 
absorb6es est x~ot par d6finition. Si le compteur d6c~le 
n particules, il est inefficace pendant un temps nz0, de 
sorte que l'esp6rance du nombre enregistr6 n (produit 
du flux x~0 absorb6 par le temps effectif t -nr0)  est: 

n=x~0[t-~z0]. (3"1) 

Cette formule fut obtenue par Schiff (1936). Elle 
suppose que le flux probable n'a pas de fluctuations 
rapides. S ice  n'est pas le cas il faut introduire une 
correction car alors les 'chevauchements d'impulsions' 
sont plus fr6quents que si le flux 6tait stable. Weseott 
(1948) a montr6 que l'on pourrait prendre en compte 
cette correction en d6finissant un temps de r6solution 
effeetif z sup6rieur ~t z0 et 6gal ~.: 

~o 2 
T k~- - - ~  T O ,  

~o 

et en appliquant la formule: 

m n =  xm[  t -  ~ ]  . 

(3 "2) 

(3.3) 

4. ModUle statistique de source stable 

Lorsque la source a des fluctuations lentes, on ne peut 
se contenter de eorriger le temps mort, il faut aussi 
corriger le flux. Ceci complique notablement la proc6- 
dure exp6rimentale et son exploitation num~rique. 

L'exp6rience doit en effet comprendre deux d6tec- 
teurs: l 'un mesurant le ph6nom6ne physique 6tudi6, 
l'autre mesurant l'intensit6 de la source. I1 devient 
n6cessaire pour l'exploitation num6rique de construire 
un mod61e statistique de source fluctuante. 

Etablissons d'abord les 6quations qui donnent les 
flux regus par ces compteurs pour un flux donn6 6mis 
par une source stable. 

Soit 
~0 le flux incident, 
x la proportion absorb6e par le compteur,  
t le temps de comptage, 

le temps de r6solution, 
s un 6chantillon d'une variable al6atoire conti- 

nue normale r6duite (c'est-b.-dire suivant une loi de 
densit6 de probabilit6 de Laplace-Gauss, d'esp6rance 
math6matique nulle et de variance unit6). 

L'esp6rance math6matique n du nombre d'impul- 
sions d6cel6es est" 

D'ofl l 'on d6duit 

~ =  x~o[t-  z ~  . (4.1) 

~ -  x~0 t .  (4.2) 
1 + zx~0 

Si la source ne fluctue pas, la seule fluctuation qu'on 
observe surn  est la fluctuation quantique qui suit une 
loi de Poisson: 

p(n) =exp ( - ~ )  n ! '  (4.3) 

dont la variance est 
,,.,. ~ 2  

n z -  n = ~ .  (4.4) 

Comme la plupart des calculs qui vont suivre n'ex- 
ploiteront que les propri6t6s statistiques d'ordre deux 
(variances), nous obtiendrons les m~mes r6sultats pour 
une loi de Poisson ou une loi de Laplace-Gauss. Lors- 
que les calculs seront plus simples avec cette derni6re 
loi, nous la choisirons pour notre module et nous indi- 
querons si cette hypoth~se a une influence sur le r6- 
sultat. 

Nous pourrons done 6crire: 

x~0 V xT____- 
n - 1 + zx~0 t + s + zx~0 t , (4.5) 

off s est un tirage d'une variable al6atoire continue 
r6duite (d'esp6rance math6matique nulle et de variance 
unit6). 

Le physicien cherche h obtenir une estimation du xj 
correspondant au j&me comptage h partir de la con- 
naissance de l'ensemble des nj et tj. Partant de l'en- 
semble d'6quations: 

1/ ~oxjtj + sj ~°xjts (4.6) 
n l -  1 + zq~~ 1 +-c~oxj ' 

on proc6de en g6n6ral ainsi" 
On cherche un ~0~j apparent conforme aux 6qua- 

tions entre les esp6rances math6matiques, c'est4t-dire: 

d'ofl 

nj = 1 + z~0xj (4.7) 

~0~j- n---L--J. (4.8) 
tj - znj 

Grace ~t notre mod61e statistique, il est facile de voir 
la relation entre le ~j apparent et le v6ritable xj: 

1 

~0~t--- ~0xj + [1 + T~0X]] 312 ]/~0X~r (4"9) 
v o  SJ " 

Le terme correetif de premier ordre est d'esp6rance 
math6matique nulle. Notons que le terme de second 
ordre n'est pas d'esp6rance nulle, mais on le n6glige 
car il est faible. 

5. Validit~ du module approch~ 

On peut se demander quelle est la validit6 du proc~d6 
consistant ~t se limiter ~ des d6veloppements n'ayant 
sfirement en commun que les propri6t6s statistiques du 
premier et du deuxi6me ordres. 

Montrons sur un exemple que nous obtenons par 
ce proc6d6 la valeur correcte de l'6cart statistique. 
Consid6rons un comptage ayant dur6 le temps t com- 
pris entre la r6ception de m +  1 quanta. Pendant ce 
temps le compteur d6tecteur a regu n quanta. 

Sachant que la densit6 de probabilit6 du temps t est: 

A C 26A - 3 
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p( t )d t=exp  (-wqgt) [w~°t]m-~ wfp dt (5"1) 
( m -  1)! 

on trouve 
m ~ , . . . , . 2  m 

_ _ _  t = w-~o et t z -  t [w~o]z . (5.2) 

Un module statistique approch6 au second ordre sera 
done: 

._ . . . 2  m 1 + . (5.3) t=7+s '  - t  - w~o 

Maintenant sachant que pour un temps t connu, la 
probabilit6 de nes t :  

p(n[t )=exp (-x~ot)  [xq)t]n n! ' (5.4) 

, , , . . , . ,  ~ , , ~ , 2  

on en d6duit nt =x~ot n2t - n  t =x~ot. Notre mod61e nous 
conduit ~t: 

n t = n t + s "  ~t --n, =x~ot 1+ ~/x---~]" (5"5) 

Combinons maintenant les deux ph6nom6nes sta- 
tistiques en portant le module t dans la formule du 
module nt. On obtient en premi6re approximation: 

mx [ s' s" ] 
n = - -  1+ . (5.6) 

w _ + 

Comme s' et s" sont des 6chantillons de variables 
al6atoires ind6pendantes, on peut les remplacer par un 
6chantillon s d'une variable unique d~nt la variance 
est la somme des variances pr6c6dentes. On peut donc 
6crire' 

.... 1 ]  
n = - -  l + s  + . (5.7) 

w n 

La variance de ce module est donc en se rappelant 
que ~/m = x/w: ----2[ 

n 2 - n  = 1 + n .  (5.8) 

On retrouve bien la valeur rigoureuse de la variance 
obtenue pr6c6demment [6quation (2-14)]. On voit que 
ce mode de calcul approeh6 ne nous conduit pas h des 
r6sultats qui d6pendraient du chemin parcouru pour 
les obtenir. 

La raison e n e s t  simple: tant  qu'on ne s'int6resse 
qu'h l'esp6rance math6matique et h la variance, un 
d6veloppement au premier ordre est suffisant. Ces deux 
grandeurs d6pendent en premiere approximation de 
termes de parit6s diff6rentes et jamais les ordres sup6r- 
ieurs ne peuvent toucher ces premiers termes. 

En effet soit s u n  tirage d'une variable al6atoire con- 
tinue r6duite et soit f (s)  une fonction d6veloppable de 
s (eomme ce sera toujours le cas dans cet article) telle 
que: 

f (s)  = ao + axs + a2 sz  + a3 s3 + a4s ~ + . . . .  (5.9) 

On voit facilement que" 

f ( s ) = a o + a 2 + a 3 a 3 + a 4 a 4 +  . . . , (5'10) 
et 

fZ(s)--f(s)2=a~ + 2alaza3 + a~[a4-- 1] 
+ 2ala3cr4 + . . . .  (5" 11) 

off 

a3=s  3 et a4=s  4. (5.12-13) 

On constate donc qu'il suffit de prendre en compte 
les termes d'ordre nul et de premier ordre pour avoir 
une estimation satisfaisante de l'esp6rance math6mati- 
que de f e t  de sa variance ~ condition que: 

a o > > a z + a 3 ~ a + a 4 c r 4 + . . .  , (5"14) 
et 

a2~2ala2a3+a2[a4 - 1]+ 2ala3a4 + . . . .  (5.15) 

ce qui est le cas pour les quantit6s que nous examine- 
rons. 

6. ModUle statistique de source instable 

Si le flux ~0 est lui-m~me affect6 d'une instabilit6 propre, 
l'esp6rance math6matique du nombre d'absorptions 
dans le compteur ne sera pas ~ox~tj mais ~Ox~tj. Les 
variations de cette esp6rance matMmatique d 'un comp- 
tage h l 'autre ne seront plus attribuables sfirement h xj. 
Le physicien pallie cet inconv6nient en disposant un 
autre compteur travaillant toujours dans les m~mes 
conditions de rendement. L'esp6rance math6matique 
du hombre d'absorptions sera alors w~o~tj. Nous aurons 
pour ce compteur: 

w ~ j t  ff 
+s~ 1 /  wq)~t~ (6.1) 

/ 

m~ - 1 + rw~0~ 1 + zw~0j 

Nous avons admis que le flux est affect6 d'une in- 
stabilit6 qui se traduit par: 

~O=[1 + a j ] ~ ,  (6.2) 

off O varie d 'un comptage h l'autre, tandis que • re- 
pr6sente un flux constant d'un comptage ~t l'autre. On 
en d6duit: 

w~[l +e  j] - -  V w-~3ii+-eJ] " (6.3) 
m~= l+rwq~[ l+ei ]  t j+s) l + r w q ~ [ l + o  ] 

En nous contentant d'approximations au premier 
ordre, on obtient en posant u0 = 1 + vw~. 

I 
w~ w~ 1//w---~- s , I t j+  jtj+ , (6.4) 

t/-C 

off le deuxi~me terme de la somme est susceptible 
d'etre notablement plus grand que le troisi~me. La 
connaissance de 3, mj, tj et w~ permet d'estimer ej donc 
~0~ et par suite de corriger l 'erreur due h l'instabilit6 
de la source. L'estimation de ~0~ comporte n6anmoins 

s une incertitude due b. sj. I1 y a donc lieu d'optimiser.  
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7. F o r m u l e  o p t i m a l e  

Formule non corrigde des instabilitds 
Si l'on n6glige l'instabilit6 de la source, on obtient 

l'estimation )?~ de x~ qui a la variance la plus faible 
compar6e ~t celles des formules tenant compte de l'in- 
stabilit6. 

On part en effet de: 

Or: 

nj 
tl -- znl 

(7.1) 

_ _ _  x~t~e~ ~ / cl~[/__, xiti_ (7"2) n ~ = ~  x~t~ + ¢> . . . .  + s~ . 
u t u~ ~ u t 

On en d6duit au second ordre pr6s: 

cI)2~ = ~ x l  + ~x~e~u~ + ~ - - t f - -  st .  (7.3) 

Le troisi~me terme concerne l'erreur statistique due 
b, la fluctuation quantique. Le second concerne l'erreur 
'syst6matique' r6sultant de l'hypoth~se faite dans la 
formule que la source est stable. 

Formule partiel lement corrigde des instabilitks 
Si l'on tient compte de l'instabilit6 de la source, on 

est conduit/~ estimer x~ par une formule off le terme 
en ei intervient peu. Elle fair intervenir le nombre m~ 
d'impulsions d6cel6es par le compteur moniteur. La 
formule classique est: 

wqgn~[ti - zm~] ~ =  
m~[t~- zn1] 

On en d6duit: 

• ~ = ~x~ + [u~- Uo]C~x~e~ + v - - - i [ -  

- 1 / " ° %  , wt~ s~. 

(7.4) 

(7"5) 

On remarque que cette formule ne corrige enti6re- 
ment l'erreur d'instabilit6 de la source que si le flux 
re~u par le moniteur est de l'ordre de grandeur du flux 
re<;u par le compteur. 

Nous allons chercher la formule optimale par une 
combinaison lin6aire des deux pr6c6dentes: 

q~ j=  [ 1 - ~ + ~  w ~ [ t , - z m , ] ]  n, 
m I t 1 -  znl 

[ ,,] °, ,76  = 1 - Uo~o + C~oWq) m )  t i  -± rn---;' 

off ~ est choisi pour que soit minimale, non pas l'er- 
reur syst6matique, mais l'erreur totale, combinaison 
de l'erreur syst6matique et de l'erreur al6atoire. Cal- 
culons avec les constantes th6oriques la valeur de qs~. 
On obtient au premier ordre: 

c b J c j = ~ x j [ l + [ u j - c t U o ] e j + ] /  u] ~xjtj sj 

] / - -u~  , ]  (7"7) - ~  V ~wty sj . 

L'erreur relative globale r/ se tire de l'6quation de la 
variance 

[(~.~1-- ~)XJ] 2 ~_.~2. =[Uj.__OCUo]2 ~'..[.. U..__.~ 
(D2X 2 ~xl t j  

+~2 u] (7"8) 
• wtj ' 

off apparait la somme des carr6s des coefficients des 
/ 

trois variables al6atoires ind6pendantes r~, sj et s/. 
Cette erreur est minimale lorsque sa d6riv6e par rap- 
port h ~ est nulle: 

1 0 [.o 
soit: 

= 0 ,  (7.9) 

u: ~bwt je~ 
= ~ 0 -  - - -  (7" 1 O) 

Uo Uo + cI)wtje~ " 

8. Solution 

H ~  

En posant fl==- ~wtje~ la formule optimale s'6crit 

Uo + cPwtje~ 

plus simplement: 

[ w~ t j  nj 

off u0 = 1 + zwq> uj = 1 + rq>xs 

et f l= ~ w t j ~  

Uo + ~wtje~ 

(8.1) 

(8.2-3) 

( 8 . 4 )  

Cette formule fait intervenir des quantit6s th6oriques 

inconnaissables: ~w,  q~xj, e~. Mais comme la valeur de 
fl n'est pas critique, on peut se contenter de les rem- 
placer dans/3 par leur estimation grossi~re ~t partir des 
comptages bruts. Dans la formule elle-m~me w~ doit 
atre assez correctement 6valu6 sous peine de cr6er une 
erreur syst6matique. Nous verrons plus loin comment 
l'estimer avec pr6cision ~ partir de l'6tude des diff6- 
rents mj. 

PropriOtds de la solution 
Si les perturbations de la source sont n6gligeables, 

A C 26A - 3* 
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peut &re considrr6 comme nul. fl est nul et l'on 
retrouve la formule d'estimation de q~y sans compteur 
moniteur. Dans ce cas en effet la base de temps qui 
fournit le ty ~t une prriode pros sera plus prrcise que 
le compteur moniteur qui fournit my ~t I/my pr~s. 

Si la source est extr~mement variable en intensit6 

~ 0% alors fl ~ 1. On tend alors vers la formule 
entirrement corrigre de l'erreur systrmatique: 

~ y =  [ 1 - u y +  w~ uyty] ny (8-5) 
Uo my j O-vny 

9. Evaluation de l'erreur 

L'erreur probable r#y s'obtient en rempla~ant ~o par sa 
valeur dans la formule (7.8). On remarque prralable- 
merit que: 

~wtj~uy 
%u0= (9"1) 

Uo + ¢wtye~ 
Done: 

UoUy 
uy-  %u0 = -- . (9"2) 

Uo + q~wtf~ 

Par consrquent comme: 

Uo 
[uy- [ 0u0] + - - -  

o n  en d6duit 

+ ' 

soit: 

• x~ty ' 
(9.3) 

(9.4) 

, /  u~ UoU~ ~ , =  ~xy I I  +p 
y ~xyty ~wty 

(9.5) 

Formule pratique 
Dans la pratique, on peut remplacer les grandeurs 

throriques q~xyt/, ~wtj, u0, uy par des quantitrs obser- 
vables ayant m~me esprrance mathrmatique; ce sont: 

uy/q>xytj -+ l/ny (9.6) 
Uo/q~wO -+ 1/rny (9.7) 
uy ~ 0/It/-zny] (9.8) 
u0 ~ tU[0-zmy] (9.9) 

ce qui donne: 

tl~3c ~_ ~3cs ] /  u~ + flUoU~ . (9"10) 
f f  

y nl my 

Propridtds de l' erreur 
Nous allons 6tudier la variance relative rf dans les 

diff6rentes m&hodes. On obtient: 

112 

u~ fl UoU 2, sanscorrection (9.11) 
+ 1 - f l  cbwtj de moniteur 

u~ +fl UoU~ avec correction (9.12) 
~x~t3 q~wty optimale 

u~ UoU~ avec correction (9.13) 
+ 4 ~ w t j  compl&e. 

Partons de ~ = 0, alors 13 = 0. On trouve pour l'erreur 
dans la mrthode optimale q~xj ~/u~/q>xyts qui est l'erreur 
dans le cas de l'emploi d'une base de temps (et source 
stable puisque ~ = 0 ) .  L'erreur est en effet plus faible 
si l 'on n'emploie pas de moniteur lorsque la source est 
stable. 

Lorsque ~ croit, il arrive un moment off q>wtj~ de- 
vient plus grand que u0. L'erreur est dans ce cas plus 
grande sans correction de moniteur qu'avec correction 
compl&e. La correction optimale fournit alors une er- 
reur infrrieure aux deux. 

Lorsqu'enfin e z -+ 0% c'est-h-dire que la source est 
tr~s instable, fl ~ 1. L'erreur darts la formule optimale 
tend par valeurs infrrieures vers celle qu'on aurait par 
l'emploi d'un compteur moniteur sans utilisation d'une 
base de temps (dont les indications seraient alors sans 
int6r&). 

L'6volution de r/2 en fonction de fl a 6t6 port6e Fig. 1. 

On volt que pour 0 <f l<  u0, c'est-~-dire ~ty < 1/~w les 
meilleurs r6sultats sont par ordre d6croissant obtenus 
par: 

(1) correction optimale avec moniteur et base de temps; 
(2) base de temps seule; 
(3) moniteur seul. 

Si par contre ty~> 1/q~w, les meilleurs rrsultats sont 
par ordre drcroissant obtenus par: 

(1) correction optimale avec moniteur et base de temps; 
(2) moniteur seul; 
(3) base de temps seule. 

10. Estimation du flux absorb~ par le moniteur 

Les formules optimales prrcrdentes font intervenir le 

flux w~ absorb6 par le moniteur et l'instabilit6 e~ de 
la source qui sont des quantitrs real connues a priori. 
Pour les estimer, on peut se servir ~t la suite des comp- 
tages my du moniteur. 

Lorsque les durres de comptage sont variables, il 
faut faire une conjecture concernant la variation de 
t ~  avec 0 et avec j. Nous avons admis que le flux 
est affect6 d'une instabilit6 d'autant plus marqure qu'on 
le mesure sur un intervalle de temps plus petit, et que 
d'autre part cette instabilit6 ne drpend pas de l'instant 
j considrrr. 
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e t  

On 6crit ainsi" 

_. ez (10'1) e~-  t~ 

ri ~ ,  (10.2) 

O1~1 22 est un temps mesurant l'instabilit6 de la source 
et off rj est un 6chantillon d'une variable al6atoire con- 
tinue r6duite (c'est-h-dire d'esp6rance math6matique 
nulle et de variance unit@ 

Le nombre rn~ de quanta d6cel6s par le compteur 
moniteur au cours du j~me comptage est alors (rap- 
pelons-le): 

w~ ew~ 1 / r ~ t ,  
mj= ~ 0 +  u---~l/O r j + , _ _ V  u0 sj." (10"3) 

Notre tirage al6atoire est drcrit en faisant intervenir 
ri et sj, deux variables alratoires, ce qui est maintenant 
inutile. On peut les remplacer par une seule variable 
alratoire continue s~ fournissant la m~me esprrance 
mathrmatique e t l a  m~me variance. On aboutit ainsi 
~t l'6quation: 

w# 
m~- 1 + zw~ 0 +  K1/O- s~, (10.4) 

W~ g2W2#2 
g 2 ~ + (10"5) 

1 + z w ~  [1 + zw~]  4 ' 

Erreur 
quadratique 

1 1 

L 
N1 

i 
Correction/Lassique 

0 1 

Source Source 
stable instabte 
Fig. 1. L'6volution de r/2 en fonct ion de ft. 

et off sj est une variable alratoire continue rrduite 
(c'est-h-dire d'esprrance mathrmatique nulle et de vari- 
ance unit@ 

En effectuant la somme de tous ces comptages et 
en s'intrressant aux valeurs probables, la somme off 
intervient sj est d'esprrance mathrmatique nulle. On 
a donc: 

--~ w~ Z" 0 (10.6) 
Z m j -  1-t- ~w~ " 

Cherchons le w~ efficace qui justifie les 6carts entre 
les mj observrs et leur valeur calculre avec le plus de 
vraisemblance. 

L'rcart au j~me comptage est: 

w~ 
mj - -  0 ,  (10.7) 

1 +wtP 

alors que l'6cart statistique probable est K V'0 • La pro- 
babilit6 est donc, dans le cas d'une loi normale, maxi- 
male si 

[ m, 1 +w~ ] 2 w - - - ~  E= S _lK20 tj est minimal. (10.8) 

Ceci s'obtient pour: 

w ~ =  E [O- ~mj] 

soit 

en posant 

(10.9) 

off 

M =  Z" mj (10.11) 

T =  Z 0 .  (10.12) 

Propridtds statistiques de l'estimation du flux moniteur 

Evaluons d~s maintenant la valeur de w~ en fonc- 
tion des grandeurs th6oriques vraies: wq), K, etc . . . .  
Pour cela portons dans w~ l'expression 

[ W~ +KO] T. On obtient alors" Z mj= Uo 

w# = w# 1 + uoKO/w# 
1 -'cuoKO ~w#+u~KO,  (10"13) 

0 -  27~v~ sj . (10"14) 
Z t j  

0 est un 6chantillon d'une variable aMatoire continue 
d'esp6rance math6matique nulle et de variance 6gale 
~t 1/T. On voit qu'au second ordre pros, l'esp6rance 

math6matique w~ de w~ est 6gale b, w~: 

w ~ = w ~  . (10.15) 

Son 6cart statistique vaut u ~ K ¢ ~  = 
u~g 
1/T . (10.16) 

M 
w # -  (10.10) 

T - z M  
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11. E s t i m a t i o n  du t e m p s  d ' ins tabi l i t6  de la  source  

A partir de K 2 et wcP, on peut 6valuer le temps d'in- 
stabilit6 de la source: 

82 = [1 "~-TWI~] 4 K2 - [1 -'~2"WI~] 3 (11"1) 
W2~ 2 W ~  

Nous allons &udier les propri6t6s statistiques d'un 
temps e 2 d6fini h partir d'une expression analogue, 
mais ne faisant intervenir que des grandeurs exp&i- 
mentales. Pour eela il faut d6finir wq~ et K 2. Nous 
avons d6jh d6fini wq~ ayant pour esp6ranee math6ma- 
tique w~. I1 faut d6finir un K z exp6rimental ayant K z 
pour esp6rance math6matique. Nous le tirons de E. 
En effet, 6valuons quelle sera la valeur minimale de E. 
Enremarquant que w~/[1 + w~] = M / T ,  c'est-b,-dire qu'il 
n'y a pas de terme al6atoire au d6nominateur, nous 
avons d'abord" 

Puis 

wq~0 
mj - K [ O 0 -  ~ s~] . (11-2) 

1 + zwq~ 

wotj ]2 
=KZ[a2--OZT], (11"3) 

tj mj 1 + z w ~  

en posant 

o.z= X s~, (11.4) 
j = l  

az est un 6chantiUon d'une variable al6atoire continue 
d'esp6rance math6matique 6gale b, n, le nombre de 
comptages effectu6s. Donc l'esp6rance math6matique 
de o . z - O 2 T e s t  n -  1 (puisque l'esp6rance de 0 zes t  1/T). 
Donc: 

K2 1 1[ wotj ]2 
U - - /  -t~ m~. . . . . . . . . .  (11.5) 

- 1 + rw~ 

Nous d6finissons done/(z comme: 

I _ 1 1 [ wa~tj ]2]  

n -- i ~-j 1 + zw@ [ K2~ X mj _ _  (1 1"6) 

Propridt~s stat•tiques de K2 

Evaluons la valeur exp6rimentale K2 en fonction des 
grandeurs th60riques. On a: 

--~22= K2 o.2- TO2 (11"7) 
n - 1  

L'esp6rance math6matique de o2 est n, et celle de TO 2 

est 1. On a done bien Kz=K 2 comme on l'a cherch6. 
La variance de K2 fait intervenir les corr61ations entre 
a2 et 0 2 et n6cessite une conjecture sur la valeur du 
quatri~me moment de la variable al6atoire s. Si on 
admet une loi de densit6 de probabilit6 de Laplace- 

Gauss, on a alors" 

a,,,}= n2 + 2 n a~O~ = n + 2  0-q= 3 - r  T2 . (11-8-9-10) 

On trouve alors pour la variance de K2 

2 
[K2 - K2] 2 = - -  K 4 (11.11)  

n - 1  

Cette derni~re formule est seulement indicative car 
elle repose sur des hypotheses restrictives concernant 
la loi de densit6 de probabilit6 suivie par s. 

Nous sommes maintenant ~ marne de d6finir un 
temps 82 selon l'expressio'n 

[ [1 "Jr- ~'W~] 4 [1 -[- TW(~)] 3 [ 
e~-- ~ 1(11 .12)  

I I 
w 

Nous allons d'abord 6valuer 8 2 en fonction des gran- 
deurs inconnues th6oriques. On sait que" 

d'ofl 

- [ u o O] 
w~b~-wq) 1+ ~ , (11"13) 

1 + z w q ~ [ 1  +rw@] [ l+ruoKO] ,  (11-14) 
enfin 

-KEE=K 2 0"2-T02 = K 2  [ 1 +  a 2 - n + l - T O 2  ] 
n - 1  n - 1  " 

On a done" 
(11.15) 

m 

8 2 ___~ 

OU 

~___o[l_+_4zuoKO] K2 [1 

u~[1 + 3zuoKO] 

[ u KO] ' 
wq~ I + w ~  J 

+ az-n+l-TO2]n-1 - 

(11-16) 

-- [ 2 - u °  K2] e2-~e 2+ 3 - 2 u 0 - 2 - ~  
u~KO 

[w¢]2 

n - o'2 + 1 - TO 2 u4K 2 
+ (11.17) 

n -  1 [wqb]z " 

m 

PropriOtks statistiques de ez 

On sait qu'au second ordre pr6s 

82 = •2. (11" 18) 

Quand h la variance de 82, elle est essentiellement sou- 
mise aux hypoth6ses concernant la loi de probabilit6 
de la variable al6atoire s engendrant les sj. 

Dans l'hypothbse d'une loi de densit6 de probabilit6 
de type Laplace-Gauss, on trouve" 



[ 4 -  2uo]e2w~ U4o K 
+ [ 1 +  u~ ] ~/T" [w~]2 
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(11.19) 

12. Mise en oeuvre de la m6thode optimale 

La raise en pratique de la m&hode optimale demande 
l'installation de deux compteurs et de trois unit6s de 
comptage pour la base de temps, le compteur d6tec- 
teur, et le compteur moniteur. L'application de la for- 
mule optimale demande une exploitation num6rique 
pr6alable de l'ensemble des comptages moniteurs afin 
de d6terminer le temps e2 caract6ristique de l'instabilit6 
de la source. Cette op6ration comprend au moins un 
examen (sinon deux pour avoir une bonne pr6cision) 
de l'ensemble des comptages moniteurs. Ensuite un 
dernier examen permet le calcul des ~ j  corrig6s. On 
aboutit ainsi ~ la proc6dure suivante: 

Boucle A" Enregistrer 0, nj, my, 
calculer T=  Z tj, M =  X mj. 

M 
Interboucle" Calculer w e -  

T - - c M  ' 

w~ M T 
1 + z w ¢  T ' rio= T - ~ ' ~ / "  

Boucle B: Calculer/(2 = 

n - 1  X [ /  m t - - - T - t 1  • 

I1 semblerait que cette expression puisse &re calcul6e 
dans la boucle A car elle est analytiquement identique 

/~z= 1 [xm~ M 2 ] 
n - 1  tj T 

Mais le r6sultat comporterait des erreurs d'arrondi 
beaucoup plus grandes, dues aux effets de diff6rences: 
des sommes de carr6s de diff6rences sont plus pr6cises 
que des diff6rences de sommes de carr6s. 

-- - - ,  e t c . . .  

lnterboucle 
- WoK2 

Calculer 6ventuellement e z -  - -  
wqb2 

Puis calculer: 
_ _ .  

/~ = _ ~__w¢ 

/~0 + e2 W~b 

we  

Boucle C 
Calculer pour chaque comptage fij = O/[h-rnj]  puis" 

et 

[ Mtj  n1 

. . . . . . . . . . . .  

nt m~ 

V 
M<--O 

T .e-- O 

j<---O 

j + - j + l  I 

I 

I 

T+-T+t j  i 

w~/uo ~- M/T  

Uo +-- 1/[1-z(M/T)] 

wCP +-- Uo/(M/T) 

1':2+0 

j+-O 

t 
j <---j+ 1 

g2 ~ g2+ m j -  -~-tj  /0 

e~ ~ ug[g~- w~'/Uo]/ - - ~  

fl +- ~ (-~o¢) / [1 + ~  (-~o¢) ] 

j ~ O  

j <--j+ 1 

uj <-- 0 / (0 - zn j )  
( M ~ tj nj 

o 2 a ( ~ ) + -  [¢x~ll/uJnj + Puoudmj 

\7  
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Conclusion 

Nous avons montr6 que l'erreur syst6matique apport6e 
par la d6rive de la source ne peut &re corrig6e sans 
introduire une erreur al6atoire due /~ la fluctuation 
quantique du flux moniteur. 

Nous constatons une fois de plus l 'antagonisme de 
ces deux types d'erreur. Comme nous l'avions d6jh 
signal6 (Tournarie, 1958) comme &ant un cas g6n6ral, 
l 'erreur minimale s'obtient par une correction non pas 
totale, mais seulement partieUe de l'erreur syst6mati- 
que. 

Nous pensons done que les syst~mes de comptage 
doivent comprendre trois 616ments: 

une base de temps; 
un compteur de flux diffus6 ; 
un compteur de flux moniteur.  
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X-ray and Neutron Difl'raetion Study of Tetragonal Barium Titanate 

BY J. H.~tADA,* T. PEDERSEN AND Z. BARNEA 

School of  Physics, University of  Melbourne, Australia 

(Received 10 June 1969) 

An attempt is made to differentiate between the three previously proposed models of the structure of 
tetragonal BaTiO3. In the new model, the serious parameter-interaction problem was avoided by the 
use of both neutron and X-ray diffraction data collected from c-domain single crystals. The result of 
the refinement gave the displacement of the Ti atom from its cubic position as 0-0135 + 0-0004/~; the 
R value was 0-027 and 0.024 for the neutron and X-ray data respectively. The analysis also showed that 
the temperature parameters, B33, along the c axis are approximately independent of mass; B33 = 0.32 + 
0.03/~2 from X-ray and 0.33 +0.04 ~2 from neutron diffraction. The average value obtained for the 
Bx ~ temperature parameters, B~x = 0.50 ~z, is considerably higher than the B33 value, which thus clearly 
indicates the existence of low frequency optic modes at room temperature. 

Introduction 

Below its ferroelectric Curie temperature (120°C) 
BaTiO3 has tetragonal symmetry with the space group 
P4mm (C4v). In this ferroelectric phase, the atoms are 
shifted from the symmetry positions of the cubic 
perovskite-type structure along the c axis by small 
amounts Az. The exact values of these are very difficult 
to determine because of the large interaction between 
the position and temperature parameters along the 
tetragonal axis. This has been shown by Evans (1951, 
1961) who in an attempt to solve the structure by X-ray 
diffraction proposed two models both of which fitted 
his experimental data equally well with a reliability 
index R of about 0.037. The problem has also been 
investigated by Frazer, Danner & Pepinsky (1955) and 
Danner, Frazer & Pepinsky (1960) using neutron dif- 
fraction and they obtained a third model, intermediate 
between the two previous models. Three different 
models of the structure have thus been proposed. 

* A.I.N.S.E. Research Fellow, on leave from Department 
of Physics, Tokyo Institute of Technology, Tokyo, Japan. 
Present address: Physics Department, Brookhaven National 
Laboratory, N.Y., U.S.A. 

In the neutron diffraction experiment the crystal 
was equipped with electrodes to permit unidirectional 
domain alignment by an electric field. Because of the 
piezoelectricity of tetragonal BaTiO3, application of an 
electric field to the crystal will cause the crystal to be- 
come strained. The amount of deformation would be 
extremely small (Kittel, 1963). The effect of the electric 
field on the temperature parameters, however, is not 
yet clear. We have therefore collected both neutron 
and X-ray diffraction data using free, c-domain crys- 
tals without electrodes. 

In this paper an attempt has been made to differenti- 
ate between the three previously proposed models in 
the light of our data. We also show that it is possible to 
obtain a model which is in good agreement with both 
neutron and X-ray data, provided certain initial 
assumptions are made about the temperature factors. 

Experiment 

Barium titanate crystals grown at the Matsushita 
Electric Industry Co. Ltd. by Remeika's method were 
used in the investigation. Suitable c-domain single 
crystals were chosen with the aid of a polarizing micro- 
scope. 


